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ИЗМЕНЕНИЕ СТРУКТУРНО-МЕХАНИЧЕСКИХ 
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НА СИТЕ ГРОХОТА 
 
В процессе обезвоживания угольного шлама происходит увеличение объ-
емной концентрации твердой фазы за счет выделения воды через сито грохота. 
При этом структурно-механические свойства угольной суспензии претерпевают 
существенные изменения. Наиболее существенно изменяется эффективная вяз-
кость суспензии, имеющая нелинейную зависимость от объемной концентра-
ции твердых частиц. 
Основные реологические свойства концентрированной суспензии – это 
вязкость, пластичность и упругость. 
Упругие свойства обуславливаются наличием воздушных пузырьков, рас-
творенных в суспензии. Однако в процессе обезвоживания на сите грохота, со-
провождающемся виброуплотнением слоя, воздушные пузырьки интенсивно 
выделяются через свободную поверхность слоя и через нижнюю его границу, 
т.е. через сито. Таким образом, слой шлама на сите можно рассматривать как 
вязкопластическое реологическое тело. 
Для высококонцентрированной суспензии характерно наличие пространст-
венной структуры, способной сопротивляться напряжению, которое не превос-
ходит некоторой величины c , называемой напряжением сдвига или пределом 
текучести [1]. Если же напряжение в материале превышает предел текучести, то 
структура его разрушается и происходит медленное сдвиговое течение со ско-
ростью, пропорциональной избыточной скорости сдвига [2], т.е. материал ведет 
себя как ньютоновская жидкость при сдвиговом напряжении c  . 
Материал, отвечающий указанным свойствам, носит название реологиче-
ского тела Бингама-Шведова [3]. Структурная реологическая модель материала 
Бингама-Шведова приведена на рис. 1. Модель составлена из параллельно со-
единенных вязкого ньютоновского элемента и пластического элемента Сен-
Венана. 
Напряжение, реализуемое в вязком ньютоновском элементе, пропорцио-
нально скорости   деформации и равно нулю при нулевой скорости: 
 
â   ,                (1) 
 
где   – коэффициент вязкости;   – скорость деформации. 
Напряжение в пластическом элементе равно пределу текучести  
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ï ñ  .               (2) 
 
При малом по величине напряжении, когда ï ñ   материал не деформи-
руется и ведет себя как абсолютно твердое тело; напряжение ï ñ   вызывает 
движение материала, причем усилие, создающее это напряжение, равно силе 




Рис. 1. Реологическая модель Бингама-Шведова:  
В – вязкий элемент; П – пластический элемент 
 
Учитывая, что общее напряжение в вязкопластическом теле â ï    , за-
пишем уравнение, связывающее напряжение и деформацию для реологической 
модели Бингама-Шведова [5]: 
 
ñ    .             (3) 
 
Реологическая кривая для бингамовой жидкости, отвечающая уравнению 




Рис. 2. Реологическая кривая для бингамовой жидкости, отвечающая уравнению (3) 
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Рассмотрим поведение вязкопластинчатого материала на гармонически ко-
леблющейся горизонтальной ситовой поверхности в безотрывном режиме. 
Выделим в слое материала стержень единичного поперечного сечения, ось 
которого совпадает с нормальной составляющей усилия сжатия со стороны си-
та. Высота стержня равна толщине слоя h  материала, а масса стержня m h , 
где   – плотность материала. Так как плотность материала угольной суспензии 
в процессе обезвоживания изменяется незначительно [6], то полагаем 
const  . 
На слои материала действует гармоническая возмущающая сила   F cos t , 
где F  и   – амплитуда и частота возмущающей силы, t  – время. 
Возмущающая сила создается инерционным вибровозбудителем грохота, 
представляющим собой неуравновешенный ротор, вращающийся с частотой 
(угловой скоростью)  , имеющий неуравновешенную массу om , эксцентриси-
тет которой равен e . При этом величина центробежной силы постоянна и равна 
2
om e    [7]. Вынуждающая сила привода приводит в колебательное движение 
короб грохота с находящимся на сите материалом. Кроме того, в процессе ко-
лебаний на слой действуют силы инерции, обусловленные плотностью мате-
риала  , силы вязкого и сухого трения, определяющие пластическую дефор-
мацию материала.  
Нормальная составляющая колебаний ситовой поверхности приводит к 
деформированию слоя и способствует его обезвоживанию, а касательная со-
ставляющая обеспечивает вибротранспортирование слоя. Поэтому, учитывая 
только нормальную составляющую колебаний, полагаем, что сила инерции 
слоя my hy  , где y  – вертикальное перемещение слоя, y h . 
В соответствии с реологической моделью, приведенной на рис. 1 и законом 
деформирования вязкого элемента (1) сила вязкого трения в слое материала 
равна y   ( y h   – скорость вертикального перемещения слоя). 
Сила сухого трения R

 постоянна по величине и направлена в сторону, 
противоположную скорости перемещения [8] ,R Ry y 

   где R – постоянная, 
зависящая от коэффициента трения и сил сцепления. Если сила R

 обусловлена 
напряжением, действующим на боковой поверхности стержня, квадратного в 
сечении, то .4 chR   Полагая, что пластическая деформация в процессе виб-
роуплотнения слоя является необратимой, представим  силу сухого трения как 
  2/1 sgn yR   [9], где 
 
  1 ï ðè 0sgn     1 ï ðè 0.yy y               (4) 
 
Таким образом, когда скорость перемещения сита направлена вверх, а на-
пряжение в слое превышает предел сдвига c , происходит пластическая де-
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формация слоя. Если скорость сита направлена вниз, то сила сухого трения 
равна нулю и слой движется как инерционное тело. 
В результате анализа сил, действующих на материал, разработана динами-
ческая расчетная схема инерционного вязкопластического материала, находя-




Рис. 3. Расчетная динамическая схема 
инерционного вязкопластического материала на вибрирующей поверхности 
 
В соответствии с принятой динамической схемой уравнение движения 
слоя на вибрирующей поверхности будет иметь вид  
 
 2 sgn  1  cos t.cmy y h y F             (5) 
 
На конечной стадии процесса обезвоживания высота слоя изменяется мед-
ленно, так, что / 1.dh dt    
Уравнение (5) содержит нелинейность, обусловленную функцией sgn  .y  
Для решения уравнений такого типа используют методы поэтапного интегри-
рования [10], либо методы, основанные на линеаризации уравнения движения. 
Для приведения уравнения (5) к линейному виду воспользуемся методом 
энергетического баланса [11], в соответствие с которым нелинейная сила сухо-
го трения может быть заменена эквивалентной в энергетическом отношении 
линейной силой ,ybo   для которой коэффициент bо определяется, исходя из ус-
ловия равенства работ, совершаемых обеими силами за период колебаний, т.е. 
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2sgn .ñ oy y dt b y dt
 
 
                (6) 
 
В первом приближении можно принять, что в стационарном режиме коле-
бательный процесс является гармоническим. 
Из уравнения (5) видно, что нелинейная сила трения проявляется только 
для положительных значений скорости, а функция sgn  y  принимает значения 
0 и 1. Тогда ожидаемый закон колебаний для скорости перемещения слоя сле-
дующий 
 
sin ,y a t               (7) 
 
где a  и   – амплитуда и частота колебаний слоя, соответственно. 
Подставим выражение (7) в (6) и получим 
 
T 2
2 2 2 2
O O
sino o ob y dt b a d b a

       ,    (8) 
 
где t  . 




sgn sin sgn 4c c cy y dt a y d a

            .   (9) 
 










После определения коэффициента bо задача сводится к исследованию эк-
вивалентной линейной динамической системы, для которой сила сухого трения 
 
   2 sgn 1 2 1c ch y h by    ,        (10) 
 
где 4/b a  . 
На рис. 4 показан характер изменения во времени нелинейной и эквива-
лентной ей в энергетическом отношении линейной сил сухого трения. 
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Рис. 4. Нелинейная (1) и эквивалентная ей линейная (2)  
Гармоническая сила сухого трения 
 
Движение линеаризованнной динамической системы будет описываться 
уравнением 
 
 2 2 cosc cmy bh y h F t        .       (11) 
 
Для системы с неупругим сопротивлением колебания отстают от возму-
щающей силы. Поэтому, если в первом приближении колебания происходят по 
закону cosy a t , то закон изменения возмущающей силы может быть запи-
сан как  cosF t  , где   – фазовый угол. Тогда уравнение (11) линеаризо-
ваннной динамической системы будет описываться уравнением 
 
   2 2 cosc cmy bh y h F t          .    (12) 
 
Для определения фазы колебаний   рассмотрим состояние системы в мо-
мент наибольшего отклонения системы от положения равновесия, т.е. когда 
cos 1t  . При этом 2,  0,  y a y y a     . При постановке этих значений в 
уравнение (12) имеем 
 
2cos 2 cF h ma    .          (13) 
 
Когда же система проходит через положение равновесия cos 0t  . При 
этом 0,  ,  0y y a y     . подставив эти значения в уравнение (12), получим 
 
 sin 2 2c cF bh a h       .       (14) 
 
Возведя два последних равенства в квадрат и сложив их, получим выраже-
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ние, связывающее величину возмущающей силы и амплитуду колебаний сис-
темы: 
 
   
2 22 22 2c cF h ma Ba h       ,      (15) 
 
где 2 cB bh   . 












Уравнение (12) представляет собой линейное уравнение вынужденных ко-
лебаний инерционного вязкопластического тела, для которого сила сухого тре-
ния представлена в виде постоянной составляющей 2 ch . В этом уравнении в 
функции вязкого сопротивления присутствуют амплитуда a  и частота   коле-
баний слоя материала. Кроме того, известно, что коэффициент вязкости   так-
же является функцией a  и   [12, 13]. 
Разделим левую и правую части уравнения (12) на m h , тогда, исполь-











      .       (16) 
 












     .       (17) 
 
Уравнение (17) является линейным дифференциальным уравнением перво-














    
      
   
 ,  (18) 
 
где oC – начальное значение. 
Интеграл, входящий в (18) является табличным [14]: 
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t ee t dt t t

        
 




где обозначено / .B m   
Тогда, решая уравнение (18), получим 
 









y u t t C e
m BB m

    

 
         
 . (19) 
 
Если положить, что в начальный момент времени скорость перемещения 
















Тогда для скорости перемещения слоя получаем выражение 
 























   
   
   
      




Выражение (20) описывает изменение скорости слоя с учетом переходного 
процесса в начальный промежуток времени. Для стационарного процесса  
и выражение (20) можно записать как 
 








    

 
       
 .  (21) 
 
Интегрируя уравнение (21) определим перемещение вибрирующего слоя: 
 
   
2 2 2
sin cos cos sin
2




















        
    
 




   
2 2 2
sin cos cos sin
2




















        
    
 
   
 
 
            (22) 
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Для определения произвольной постоянной C  положим, что в начальный 
момент времени 0t   координата высоты слоя равнялась oh . Тогда, подставив 











   .         (23) 
 
Тогда перемещение вибрирующего слоя 
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       
     
  
        
   
 (24) 
 
В стационарном процессе  t   
 
















    
 
   

 
     
 
    (25) 
 
Уравнение (25) описывает перемещение поверхности слоя материала при 














и осциллирующую  
 





      




составляющие. Виброуплотнение слоя происходит без изменения его массы 
при постоянном сопротивлении. Естественно, что уплотнение слоя возможно 
только тогда, когда напряжение в материале превысит напряжение сдвига c . 
Эволюционная составляющая скорости уплотнения в стационарном режи-
ме / 2 /cdy dt h B  . Здесь высота слоя h  присутствует как параметр. 
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Коэффициент вязкости концентрированной суспензии зависит от парамет-









где k – постоянный коэффициент, а o  – коэффициент остаточной вязкости, 
обусловленной вибрационным тиксотропным разрушением дисперсионной 
среды. 

















.        (26) 
 
Входящие в эту формулу параметры  ,  c o   и k  подлежат эксперимен-
тальному определению. 
Таким образом, разработана математическая модель конечной стадии про-
цесса обезвоживания суспензии на сите виброгрохота, когда слой материала 
характеризуется вязко-пластическими свойствами. На этой стадии обезвожива-
ние материала происходит за счет виброуплотнения слоя и вытеснения свобод-
ной влаги из порового пространства. 
На основании анализа внутрислоевых напряжений материала, находящего-
ся под действием гармонической силы, составлено уравнение движения, содер-
жащее нелинейность, обусловленную силой сухого трения. В результате гармо-
нической линеаризации функции sgn  уравнение движения приведено к линей-
ному виду. Решение модельного уравнения позволило выделить эволюционную 
и осциллирующую составляющие процесса виброуплотнения материала (без 
изменения его массы и постоянном сопротивлении). Полученная зависимость 
скорости уплотнения слоя от реологических свойств материала содержит в яв-
ном виде параметры вибраций рабочей поверхности. 





1. Уилкинсон У.Л. Неньютоновские жидкости. – М.: Мир, 1964. – 216 с. 
2. Ричардсон Э. Динамика реальных жидкостей. – М.: Мир, 1965. – 328 с. 
3. Урьев Н.Б. Высококонцентрированные дисперсные системы. – М.: Химия, 1980. – 
320 с. 
4. Пальмов В.А. Колебания упруго-пластических тел. – М.: Наука, 1976. – 328 с. 
5. Ржаницын А.Р. Строительная механика. – М.: Высш. шк., 1991. – 439 с. 
6. Шламы, их улавливание и обезвоживание / Т.Г. Фоменко, И.С. Благов, А.М. Коткин. 
Зневоднення та сушіння. Водно-шламове господарство 
Збагачення корисних копалин, 2013.  Вип. 52(93)  
В.С. Бутовецкий. – М.: Недра, 1968. – 203 с. 
7. Пановко Я.Г. Основы прикладной теории колебаний и удара. – Л.: Машиностроение, 
1976. – 320 с. 
8. Овчинников П.Ф. Виброреология. – Киев: Наук. думка, 1983. – 272 с. 
9. Гончаревич И.Ф. Виброреология в горном деле. – М.: Наука, 1977. – 144 с. 
10. Блехман И.И., Джанелидзе Г.Ю. Вибрационное перемещение. – М.: Наука, 1964. – 
412 с. 
11. Пановко Я.Г. Введение в теорию механических колебаний. – М.: Наука, 1971. – 240 с. 
12. Руденко И.Ф. Формование изделий поверхностными виброустройствами. – М.: 
Стройиздат, 1971. – 104 с. 
13. Кунное Г.Я. Вибрационная технология бетона. – Л.: Стройиздат, 1967. – 168 с. 
14. Бронштейн И.Н. Семендяев К.А. Справочник по математике для инженеров и уча-
щихся втузов. – М.: Наука, 1986. – 544 с. 
 
© Полулях А.Д., Еремеев И.В., 2013 
  
Надійшла до редколегії 20.01.2013 р 
Рекомендовано до публікації д.т.н. I.К. Младецьким 
 
